P. Litewka Efektywny element skonczony o duzej krzywiznie

2. ELEMENTY TEORII PRETOW SILNIE ZAKRZYWIONYCH
(Opracowano na podstawie [9, 11, 13, 34, 51])

2.1. Przemieszczenia i odksztalcenia osiowe

Przez prety silnie zakrzywione rozumie si¢ takie, dla ktérych nie mozna przyjac, ze proporcja
pomigdzy poprzecznym wymiarem przekroju preta 4 a promieniem krzywizny R jest pomijalnie
mata. W praktyce jako graniczna warto$¢ mozna przyja¢ A/ R = 0,2 (por. [11, 13]).

Badania doswiadczalne [9] oraz rozwazania teorii sprezystosci [51] wykazaty, ze takze
dla pretow silnie zakrzywionych sluszna jest hipoteza ptlaskich przekrojow Bernoulliego. W
zwiazku z tym rozktad przemieszczen obwodowych u na wysokosci przekroju mozna przyjac jako
liniowy.

Rozwazmy wycinek preta silnie zakrzywionego o promieniu krzywizny poczatkowej R, dtugosci

osi srodkowej d/(0) 1 poczatkowym kacie rozwarcia da przedstawiony na Rys. 2.1.

Rys. 2.1

Przemieszczenie osiowe widkna lezacego w odlegtosci z od osi srodkowej wynosi:

du(z) =du(0)+ zAdo.

Uogolnione odksztatcenie liniowe tego widkna:

_du(z) _du(0)+zAdo 1 [ du(0)  _RAdg
di(z)  (R+z)do  R+z\' Rdp ~ Rde )

e(2)

Jezeli wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

Ade _ n — wzgledny przyrost kata obrotu przekroju,
Rdeo

du(0) =LA  —wzgledne wydtuzenie osi srodkowej,
dl(0)

Rdo =dI(0) — dhugos¢ wtokna srodkowego,

to odksztalcenie £(z) mozna przedstawi¢ w postaci:

g(z)=k+(Rn—K)ZjR @.1)
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Zmiang krzywizny wycinka mozna wyrazi¢ jako réznicg krzywizny koncowej i krzywizny
poczatkowej:

Konficowy promien krzywizny wynosi:

2 _dl(0)+du(0):dl(0)-(1+k) R Lt

do+ Ado a’(p-(1+Rn) 1+Rn~

co prowadzi do wyrazenia zmiany krzywizny K w postaci:

K_l 1+Rn_1 _an—K
RU 1+ R 1+)

Dla matych odksztatcen mozna przyjac: 1+ A = 1 i ostatecznie:

1
K —E(Rn—x) (2.2)

Podstawienie (2.2) do (2.1) daje koncowa posta¢ wyrazenia na odksztalcenie osiowe w precie
z duza krzywizna okreslone przez uogoélnione odksztatcenia A oraz «:

zZR

€ =A+K
() z+ R

(2.3)

2.2. Naprezenia normalne

Rozktad odksztatcen na wysokosci przekroju pomimo zachowania hipotezy ptaskich przekrojow
jest nieliniowy. Pominigcie wptywu duzej krzywizny w (2.3), co jest rOwnowazne przyjeciu
z/ R =0, daje znang postac liniowej zaleznosci odksztatcenia € od wspotrzednej z.

Jezeli przyjmie sig, ze material prgta jest liniowo sprezysty, to naprezenia normalne mozna
wyrazi¢ przez uogolnione odksztalcenia korzystajac z prawa Hooke'a:

zR

o(z)=E-e(z)=Er+ Ex
z+ R

(2.4)

gdzie: E —modul Younga.

Korzystajac z definicji sit wewngtrznych — sit normalnych N oraz momentu zginajacego M:

N =[o(z)d4 , M =[o(z)zdA
A A

gdzie A4 — pole powierzchni przekroju preta,
mozna znalez¢:

M = El'x
oraz

N:EAK—EK .
R

We wzorach okreslajacych moment zginajacy M i sile normalng N wystepuje wielko$¢ I”. Jest to

zmodyfikowany moment bezwladnos$ci przekroju definiowany jako:
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2
I'=| R2" 14 (2.5)
JZtR

Przy pominigciu wptywu duzej krzywizny (z/R ~0) warto$¢ zmodyfikowanego momentu

bezwladnosci pokrywa si¢ z warto$cia momentu bezwtadno$ci przekroju /. W przypadku duzej

krzywizny I” > I . Dla przekroju prostokatnego o wysokosci 4 otrzymuje sig:
I'=ul,

S HEE=RGI

Zmiang krzywizny oraz wzgledne wydluzenie mozna wigc wyrazi¢ przez uogdlnione sity

przekrojowe N oraz M:
M
EI"
oraz
_ N M
— .
" EA ' EAR

Po podstawieniu otrzymanych w ten sposob wartosci zmiany krzywizny i wzglednego
wydhluzenia do (2.3) i (2.4) mozna wyrazi¢ odksztalcenia i naprezenia osiowe poprzez uogolnione
sity N oraz M:

o(z)=N M M =R (2.6)
A AR 1 Z+R
M M R

e(z )_ (2.7)

EA EAR EI Z+R

Wzér (2.6) wskazuje, ze w stanie czystego zginania prgta o duzej krzywiZnie nastepuje

przesunigcie osi obojetnej przekroju w kierunku $rodka krzywizny preta.

2.3. Naprezenia styczne i odksztalcenia poprzeczne

Dla pretow o duzej krzywiznie mozna przyjac taki sam rozktad naprezen stycznych i odksztatcen
postaciowych jak dla prgtow prostoliniowych (por. [9, 50]).
Zwiazek miedzy usredniong warto$cia kata odksztatcenia postaciowego y a sita poprzeczna 7 ma
postac:
kT
Y=a (2.8)
gdzie: G —modul §cinania,

K — wspodlczynnik korekcyjny Scinania.

2.4. Energia sprezysta preta o duzej krzywiznie

Calkowita energia sprgzysta preta sktada si¢ z czg$ci zwiazane] z praca naprgzen osiowych

oraz napr¢zen stycznych (lub sity poprzecznej):
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1 1
U=— edV +—\|\Ivdl=U _+U 2.9
2£o(z>(z> 2{v s +U. (2.9)

Pierwsza catke mozna doprowadzi¢ do postaci zawierajacej uogolnione sity N 1 M

oraz uogodlnione odksztatcenia A i k (lub n).
U, =ljcst :lj(jcadAjdl_ :
2y 27\
gdzie:
dl = (R + z)do. = (1 + %jdl .

W tym wyrazeniu d/ oznacza przyrost dlugosci wzdtuz osi srodkowej preta. Stad:

1 1 z
U, =§HcgdAdz+5HcgEdAdl.

Podstawia sig teraz wzor (2.3) co daje:

U, =L [ [orddd + [ [ox—22aaai+ L[ [ceZ asar.
295 295 z+ 27 R
. . .. zR 2 .
W pierwszej caice:deA:N ; w drugie;j: =z- 1 stad:
y z+ R z+ R
2
zZ

1 1 1 1 z
UG=E£MdI+EJI.£GszAdZ—E'!.£GK dAdl+§££csEdAdl.

Do drugiej calki podstawia sig teraz wzor (2.2):

1 1 1 z 1 z? 1 z
U, =—| NAdl +— dAdl — — A—dAdl —— dAdl +— —dAdl .
=t ot oo o
W drugiej calce: IszA =M , atrzecia i czwarta mozna polaczyc¢:
4
1 1 Loz Rz’ 1 z
U, =—|Nidl+— | Mndl —— —| A+ K——— |dAd] + — —dAdl .
L L I

Wyrazenie w nawiasie w trzeciej calce przedstawia odksztalcenie €, calki trzecia i czwarta

upraszczaja si¢ i ostatecznie otrzymuje sig:

I I
U, =~ [ Nl +~ [ Mndl 2.10
- 2! 2{ i (2.10)

Wz6r ten mozna zinterpretowac nastgpujaco: wyraza on prace sity normalnej N na wzglednym
wydtuzeniu osi srodkowej A 1 momentu zginajacego M na wzglednym przyroscie kata obrotu

przekroju n (por. [9]).
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Ostatecznie wigc energia sprezysta preta silnie zakrzywionego wyrazona przez uogolnione

odksztalcenia 1 napr¢zenia ma postac:

1 1 1
U =—|NAdl +—=| Mndl +— | Tydl 2.11
2! 2{ M 2{ it (2.11)
Mozna ja wyrazi¢ przez odksztatcenia uogo6lnione jako:
2
U:leszdHle]*(n—&] dz+lj@y2dl (2.12)
29 29 R 27 ¥

oraz przez napr¢zenia uogodlnione:

2
U:l N—dl+

2 2 =72
L KLY I LRI L
21EA 20EI 2 2

T
y EAR?  EAR , GA
(por. [9, 13]). Ewentualnie po podstawieniu zastepczego momentu bezwtadnosci J:
_ I'AR?
I"+ AR?
energia sprezysta wynosi:

dl (2.13)

EA EAR GA

1.N> 1 .M? MN 1 .%T°
Us=—[~—dl+—[~—di+[=—dl+— [~
2y 2y EJ ’ 29
W celu wyrazenia energii sprezystej preta przez przemieszczenia obwodowe u, promieniowe v
oraz catkowity kat obrotu przekroju ¢, w ktérym uwzglednia si¢ takze $Sredni kat odksztalcenia
postaciowego, (Rys. 2.2) nalezy wyznaczy¢ zaleznos$ci pomigdzy odksztatceniami uogolnionymi A,

1 oraz y a tymi przemieszczeniami.

Zostana one obliczone na podstawie rozwazan geometrycznych (Rys. 2.3). Rozpatruje si¢

fragment tuku o kacie rozwarcia do. 1 wymiarze w kierunku promieniowym dr.
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Tensor odksztatcenia (plaski stan odksztalcenia) ma postac:

Poszczegblne elementy tego tensora mozna wyrazic:

v+@dr—v

e = or _@
" dr or’
+ald _
. " oo ¢ u+RdOL—(R+V)dOL_ ou v
o Rdo. Rdo. Réo. R’
| 1 1 v+(§vdoc—v u+gudr—u "
o Ia
ro. 2Y 2(Y1 Yz) 2(Y1 Y3 Y4) 5 Rdol ar R

_Afov _du u
2\Réa. or R)

Wyrazajac funkcje przemieszczen przez przemieszczenia osi Srodkowej preta zakrzywionego

otrzymuje sig:
0 1( ov L
.= 2\ Roa. R
= l ov N u ou v
2\ Roa. R Roo. R

Stad wielkosci uogodlnionych odksztatcen mozna przedstawi¢ w postaci:

o
K:g , =, = _2870L'
act M= o Y=0

Zapisujac: ( )
0
Roo. =0l — =
o oraz o ( )J

otrzymuje sig:

u
=@p———vV 2.14
Y=¢ R ( )

Wykorzystujac zaleznosci (2.14) mozna ostatecznie wyrazi¢ energi¢
przez przemieszczenia:

2 2 2
1 % 1 . u, % 1,.GA u
U=—|EAu,—— | dl+—|EI ——t+— | dl+—|—|0——-Vv, | dl 2.15
.} (” Rj 2] ((P” R sz Z{E((p R ”j =

sprezysta preta
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