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Dynamika Maszyn

Podstawy dynamiki
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Dynamika jest dziatem mechaniki zajmujgcym sig¢ badaniem ruchu uktadu
ciat materialnych wywotanych dziataniem zewnetrznego wymuszenia. W
mechanice podstawowymi zasadami, na ktérych opiera sie dynamika sg
zasady Newtona.

Maszyna jest urzadzeniem stanowiacym uktad potaczonych ze soba ciat,
o Scisle okreslonym ruchu, ktérego zadaniem jest wykonanie pracy
uzytecznej lub przeksztatcenie energii. Ze wzgledu na efekt energetyczny
maszyny mozna podzieli¢ na:

*Maszyny robocze (obrabiarki, maszyny transportowe itd.), ktérych
zadaniem jest wykonanie pracy uzytecznej, idacej na pokonanie oporu
uzytecznego zwigzanego ze zmiang ksztattu i wymiaru lub potozenia
ciata.

«Silniki i generatory, ktérych zadaniem jest przeksztatcenie energii.

Pierwsza zasada dynamiki:

Punkt materialny, na ktéry nie dziata Zadna sita, pozostaje w
spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnym po linii
prostej.

[ priLosopiig | Druga zasada dynamiki:

Il savuravis || Przyspieszenie punktu materialnego jest proporcjonalne do sity
PRINCIPIAL  dzialajgcej na ten punkt, a kierunek przyspieszenia jest taki sam
| MATHEMATICA | jak kierunek dziatania sily.

F=m—

dt

W przypadku, gdy na punkt materialny dziata kilka sit, wéwczas
kierunek przyspieszenia jest sumg geometryczng wszystkich
dziatajacych sit, zaréwno czynnych jak réwniez biernych,
bedacych reakcja wiezéw natozonych na uktad.

Dziatanie jednego ciata na inne przejawia si¢ poprzez
oddziatywanie wzajemne. Tego typu oddziatywanie Newton
sformutowat w trzeciej zasadzie dynamiki.

Trzecia zasada dynamiki:

Sity wzajemnego oddziatywania dwéch punktéw materialnych, sg réwne co
do wartosci bezwzglednej i sg przeciwnie skierowane wzdtuz prostej tgczgcej
oba punkty.
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Sita czynna — sita przytozona, sita aktywna; wszelka sita zdolna do wywotania
przyspieszonego ruchu lub do odksztatcenia ciata.

Sita bierna — reakcja, sita reakcji wiezéw; pochodzaca od tych ciat,
ktére ograniczajg swobode ruchu rozpatrywanego ciata.

Sita zewn etrzna — sita oddziatywania na rozpatrywany (wydzielony) uktad od
strony ciat nie nalezacych do tego uktadu; sita oddziatywania otoczenia na
rozpatrywany uktad.

Sita wewn etrzna — sita, z jaka punkt (ciato) uktadu mechanicznego dziata na
inny punkt (ciato) tego samego uktadu; zgodnie z prawem akcji i reakcji sity
wewnegtrzne dziatajg zawsze parami, sg sobie réwne i maja przeciwne zwroty, a
wigc rbwnowaza sie.

Sita bezwtadno $ci — op6r bezwtadnosci, reakcja kinetyczna, sita d’Alemberta;
sita pozorna (pomyslana, fikcyjna) okreslona w ruchu postepowym — iloczynem
masy m przez przyspieszenie a ze znakiem przeciwnym, a w ruchu obrotowym

iloczynem momentu bezwtadnosci przez przyspieszenie katowe ze znakiem

przeciwnym pb = —ma; M ) - —\]E;

Sita uogdlniona — wielko$¢, ktdrej pomnozenie przez przygotowany
przyrost wspéirzednej uogélnionej &y daje warto$¢ pracy & nadrodze
okreslonej tym przyrostem

Qdq=6L
Dla przemieszczen uogélnionych wyrazonych w jednostkach dtugosci
(przemieszczen tranlslacyjnych) site uogélniong wyraza sie w jednostkach sity
(N), a dla przemieszczen katowych (rotacyjnych) [rad] sitg uogdiniona jest
moment [Nm].

Ped — ilos¢ ruchu; wektorowa wielko$¢ dynamiczna charakteryzujaca
ruch postepowy ciat materialnych

H= i m,v,
i=1

Twierdzenie o pochodnej p edu. Pochodna wzgledem czasu pedu uktadu
punktéw materialnych réwna si¢ geometrycznej sumie wszystkich sit
zewnetrznych (czynnych i biernych) dziatajacych na ten uktad

H_p w =
dt

Kret — moment pedu, moment kinetyczny; wektorowa wielko$¢ dynamiczna
charakteryzujaca ruch ciat materialnych

N
-3 (r xmv)
K= xmy,
j=1
gdzie: I; — promien wektor okreslajacy potozenie punktu materialnego o
masie m; wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

Kret ciata sztywnego obracajacego sie z predkoscig katowa @ wokét
jednej z gtéwnych osi bezwtadnosci wyraza sie wzorem
K =Jn

gdzie: J — moment bezwtadnos$ci wzgledem osi obrotu ciata.

Twierdzenie o pochodnej kr  etu. Pochodna wzgledem czasu kretu uktadu
punktéw materialnych, wyznaczonego wzgledem dowolnego nieruchomego
punktu O (bieguna), réwna sig¢ geometrycznej sumie momentéw wzgledem
tego punktu (bieguna) wszystkich sit zewnetrznych dziatajgcych na punkty
materialne rozpatrywanego uktadu

Dynamika Maszyn

Modelowanie uktadéw
mechanicznych

Model — uktad (abstrakcyjny, stosunkowo prosty) uznany za wystarczajaco
podobny (izomorficzny, analogiczny) pod jakim$ wzgledem do uktadu
(rzeczywistego lub projektowanego) bedacego wtasciwym przedmiotem
badania, utatwiajacy poznanie cech badanego uktadu; tworzac model,
przyjmuije sie jako przedmiot badan wybrane wtasnosci badanego obiektu.

Model funkcjonalny (fenomenologiczny) — model imitujacy dziatanie
badanego uktadu; model funkcjonalny przedstawiony na rysunku w postaci
zbioru umownych symboli jest nazywany schematem funkcjonalnym, np.
schemat kinematyczny, hydrauliczny lub elektryczny.

Model fizyczny — model imitujacy badany uktad pod wzgledem wybranych
wiasnosci i wtasciwosci fizycznych; model imitujacy wtasnosci i wtasciwosci
dynamiczne nazywa si¢ modelem dynamicznym.

Model matematyczny — opis matematyczny, najczesciej w postaci réwnan
(rézniczkowych lub catkowych) opisujacych zachowanie si¢ badanego uktadu
w réznych stanach; model matematyczny mozna uzyska¢ dwoma sposobami:
wykorzystujac prawa fizyczne — czyli analitycznie, lub eksperymentalnie —
czyli przez identyfikacje.

Modele dynamicznie ci agle sg to modele UM o ciagtym rozktadzie mas,
o nieskonczonej liczbie stopni swobody, np. uktady belkowe, ptytowe i
powlokowe; modele te opisuje sie réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi.

Modele dynamicznie dyskretne s to modele UM o parametrach
skupionych (punktowy rozktad mas i elementéw sprezysto-ttumigcych), o
skonczonej liczbie stopni swobody; modele te opisujg réwnania rézniczkowe
zwyczajne.

Zalozenia upraszczaj gce — eliminacje myslowe tych elementéw, cech i
relacji wystepujacych wewnatrz badanego uktadu oraz miedzy uktadem i
otoczeniem, ktére sg nieistotne dla danego celu lub na danym etapie badan.
Model cybernetyczny — schemat blokowy, schemat uktadu z
zaznaczeniem podziatu na cztony funkcjonalne z uwzglednieniem ich
witasnosci dynamicznych, przedstawiajacych oddziatywania migdzy tymi
cztonami (relacje migdzy wejsciami i wyj$ciami).

Uktad mechaniczny (UM) wyodrebniony zbiér ciat, ciato lub cze$¢ ciata,
ktérego ruch mechaniczny jest przedmiotem badan; W zaleznosci od
branych pod uwage i rzeczywistych wtasciwosci modelowanych rozréznia
sie:

« ztozone z elementéw sztywnych (UMSz),

« zlozone z elementéw masowo-sprezystych (UMS),

« zlozone z elementéw masowo-sprezysto-ttumigcym (UMST).
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Podstawowe zagadnienia dynaimiki MHHM“
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Identyfikacja modeli i uktadow rzeczywistych

Rys. Podstawowe zagadnienia dynamiki maszyn technologicznych i manipulacyjnych

ANALIZA TEORETYCZNA uktadu istniejacego lub PROJEKTOWANIE nowego
uktadu: model funkcjonalny — model fizyczny dynamiczny — model
matematyczny — rozwigzanie modelu matematycznego — analiza i interpretacja
wynikéw — wnioski do konstrukciji i eksploatacji.

IDENTYFIKACJA uktadu rzeczywistego: plan doswiadczen (przyjecie modelu
doswiadczalnego badanego uktadu rzeczywistego) — przeprowadzenie
doswiadczen — opracowanie wynikéw doswiadczen — wyznaczenie parametréw
uktadu — matematyczny model uktadu —poréwnanie modelu do$wiadczalnego z
modelem teoretycznym (identyfikacja) i wprowadzenie korekt do modelu
teoretycznego.

Plan doswiadczer

Metody iden-
tyfikacsi
|
Badania Madei Parametry,
Zhy):ﬂ&ﬂ- =>4 doswiad- matema- ||| model dy-
czaine | Wyniki tyczny namiczny

Rys. Tok postepowania w rozwigzywaniu zagadnienia identyfikacji uktadu rzeczywistego

Bryta sztywna o masie skupionej m{sztywny
element skariczony SES)

[}
9 Bryta sztywna (SES) 0 momencie bezwtadnosc 8
[ w ruchu obrofowym dokota statej oss
¢

4 .
AAA Element sprezysty (ES} rozciggany, sciskany,
MM bezmasowy, 0 sztywnosci ¢

¢ €,
_ra'f‘p_ @ : Element sprezysty (ES] skrgcany, bezmasowy,

o sztywnosci skrgtnej ¢

k ! K
Element ttumigey (E7) z tarciem wishkotycznym,
::}_ ‘TI o0 wspétczynniku opordw ttumiepia k
"T'EL Element cierny z tarciem suchym,o wspot-

czynniku tardae p

Rys. Symbole na rysunkach modeli dynamicznych

W modelowaniu najczgsciej stosuje sie nastepujace przyblizenia techniczne,
ktére okazuja sie przydatne i nadajg sie do stosowania w réznym stopniu i w
réznych zagadnieniach:

epomijanie czynnikéw majacych maty wptyw,

supraszczanie ksztattéw geometrycznych analizowanego uktadu,

«zatozeniu jednorodno$ci materiatu, poszczegéinych elementéw
analizowanego uktadu,

«zastgpowanie parametréw roztozonych w sposéb ciagty, parametrami
skupionymi,

*przyjecie pewnych elementéw, rozpatrywanego modelu jako niewazkich,
*przyjecie pewnych elementéw rozpatrywanego modelu jako bryt idealnie
sztywnych,

«zalozenie, ze modelowany uktad nie powoduje zmian w otaczajacym go
$rodowisku,

«zatozenie (w miarg mozliwosci) prostych liniowych zaleznosci miedzy
zmiennymi fizycznymi opisujacymi przyczyny i skutki,

«zatozenie, ze parametry fizyczne nie sa funkcjami czasu,

sunikanie nieokreslonosci i pomijanie szuméw,

«zastgpienie proceséw stochastycznych, jakie zachodza w uktadzie
rzeczywistym, procesami zdeterminowanymi.

PRZYKLAD 1

Dany jest UM przektadni zgbatej walcowej, w ktérym moment bezwtadnosci 6
jest duzo wigkszy od sumy momentéw bezwtadnosci watéw i két zebatych.
Znane sg Wlasnosci sprezyste watéw (dtugoscil, momenty bezwtadnosci
przekrojéw J oraz modut sprezystosci postaciowej G).

a) Model funkejonalny b) Model dynamiczny
Iy

£

Rys. Model przektadni pasowej a) funkcjonalny, b) dynamiczny

W modelu dynamicznym wystepuja:

— jedno ciato o momencie bezwtadnosci 6 (pominigto momenty bezwtadnosci
kot zgbatych i watéw),

— dwie skrecane sprezyny, zastepujace waty, o sztywnosciach skretnych:

Uktad zastgpczy ma dwa stopnie swobody ruchu, okreslone
przemieszczeniami katowymi @ i @1 Kat obrotu kota z2 jest zwigzany z katem
obrotu @1 przetozeniem i przektadni zebatej.

PRZYKLAD 2

Rys. Model pasowego napedu wrzeciona a) funkcjonalny, b) dynamiczny
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PRZYKLAD 3

UM belki dwupodporowej, ktérej masa jest pomijalnie mata w stosunku do
masy skupionej umieszczonej w $rodku belki, sprowadza sie do UMZ masy
skupionej zastepczej m, podpartej sprezyna o zastgpczej sztywnosci

m,=m

Rys. Model belki dwupodporowej a) funkcjonalny, b) dynamiczny

PRZYKLAD 4

Na rysunku przedstawiono modele zespotu wrzeciona dwupodporowego:

a) modei funkcjonalny, b) model dynamiczny jednomasowy, c) model dynamiczny
wielomasowy (doktadniejszy)

==

Rys. Model wrzeciona obrabiarki a) funkcjonalny, b) dynamiczny dwupodporowy, c)
dynamiczny zastepczy

Dynamika Maszyn

Parametry dynamiczne uktadéw
mechanicznych

Parametry dynamiczne to okreslone liczbowo wielko$ci fizyczne, charakteryzujace
uktad mechaniczny, potrzebne do matematycznego opisu stanéw dynamicznych
uktadéw. Sa to wiec parametry: inercyjne, sztywnosciowe i dysypacyjne.
Parametry inercyjne

Masa — wielko$¢ fizyczna (whasno$c), charakteryzujaca bezwtadnosg, czyli
zdolno$¢ do przeciwstawienia sie¢ zmianom predkosci ciata materialnego w ruchu
postepowym; w mechanice klasycznej masa jest uznawana za wielko$¢ statg
(prawo zachowania masy).

Znajac objeto$¢ V i gestose p ciata jednorodnego, mase oblicza sig ze wzoru:
m=Vp

Gestosci wazniejszych materiatéw konstrukcyjnych stosowanych w budowie
maszyn sg nastepujace [kg/m3]:

Stal 7800 Braz Al 7400 + 7600
Zeliwo 7250 Braz Sn 8500 + 8900
Aluminium 2700 Braz Pb 8900 + 9000
Mosiadz 8400 Otéw 11340
Miedz 8960 Korund 3100 + 3200
Zioto 19320 Stop cynku 6600

Moment bezwtadno $ciwzgl edem osi — wielko$¢ fizyczna (skalarna)
charakteryzujaca bezwtadno$¢ ciata w ruchu obrotowym dokota danej osi;
matematycznie moment bezwtadnosci wzgledem osi jest okreslony wzorami

[ 0
| (-):Erzzmi
| i1

- ]
b @ = [rdm [kg-m?] |
/ fke ,

n

gdzie: m,, dm - elementarna masa,
ror - odleglos¢é masy elementarnej od osi.
Moment bezwtadno $ci od srodkowy — moment dewiaciji; moment bezwtadnosci

okreslony w prostokatnym uktadzie wspétrzednych Oxyz wzorami:

'i D” = fx_;wir;;? D” = {x:dm, 77D: '—iryzd)r{ 1

Twierdzenie Steinera-Eulera : moment bezwladnos$ci wzgledem dowolnej osi
réwna sie momentowi bezwtadnosci ciata wzgledem osi réwnolegtej
przechodzacej przez $rodek masy ciata plus iloczyn masy m tego ciata przez
kwadrat odlegto$ci ¢ miedzy tymi osiami

L

Momenty bezwtadnosci ciat jednorodnych

-
| Moment bezwtadnadei
|
|
|
|

6, = Lmip? a7
2
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Klasyfikacje przestrzennych bryt uktadu mechanicznego mozna przeprowadzié¢
z zalezno$ci analitycznych. Na ich podstawie, mozna okresli¢ czy dang bryte
zakwalifikowa¢ jako jednorodny prostopadto$cian, czy jako cienka ptyte. Cienka
plyta ma trzy wspétmierne wymiary a, b i grubo$¢ o rzad mniejszy od
wymiaréw a oraz b.
a b
52 d<—
1c 1c @
Na podstawie zaleznosci (a), kwalifikuje sig prostopadtoscian jako cienka plyte
lub nie. W analogiczny sposéb postepuije sie w przypadku kwalifikowania bryty
jako rura grubo, badz cienkoscienna
5<2 s< ®)
10 1C

Metody do$wiadczalne wyznaczenia momentu bezwtadnosci
« metoda wahadta fizycznego,
« metoda wahan skretnych,

* metoda grawitacyjna.

Parametry spr ezyste

Sprezysto $¢ jest wtasciwoscig ciat, polegajaca na odksztatcaniu sie pod wptywem
przytozonych obcigzen zewnetrznych oraz na cofnieciu sig tych odksztatcen, czyli
przywréceniu pierwotnego ksztattu i wymiaréw, po zaniku tych obcigzen.

Sztywno $¢ jest to wtasciwos¢ ciat sprezystych, polegajaca na przeciwstawieniu
sie sitom wywotujacym odksztatcenia. Sztywnos$é elementéw konstrukcyjnych
okresla si¢ w stanach obcigzen statycznych lub quasi-statycznych (wolno
narastajacych i wolno zanikajacych) i wyraza sie wspétczynnikiem sztywnosci c,
nazywanym czesto krétko sztywnoscia statyczna, okreslonym wzorem:

_ Przyrostsily uogdlnionej _ [ﬂ] (do]
Przyrost odksztalcenia AL % di

W zaleznosci od rodzaju wystepujacych odksztatcen rozréznia sie: sztywnosé na
rozcigganie i $ciskanie [N/m] sztywnos¢ gietng [1N/m], skretng [Nm/rad] i styczng
[N/mm], ktérym w mechanice technicznej odpowiadajg wskazniki sztywnosci EA,
EJxiGJo

W przypadku prostych przekrojéw elementéw maszyn, do oszacowania
wartosci wspdtczynnikdw sztywnosci oraz ttumienia wykorzystuje sie
zaleznosci podane w metodZ|e sztywnych elemenlow skonczonych (SES).
5; ot \Szmms -
‘ PG
at BkiD*

3ay
L .Jm‘
.M

1= dugodt spryyny

Parametry dysypacyjne

Dysypacja energii — rozpraszanie energii; proces nieodwracalnego
powstawania energii cieplnej kosztem energii innych rodzajow.

Przyczyny dysypaciji energii  : sity tarcia, opory przeptywu cieczy, odksztatcenia
ciat sprezystych wykazujacych histereze odksztatceniowa (tarcia wewnetrzne w
materiale), opér elektryczny, histereza magnetyczna.

Sity dysypacyjne — sity tarcia, sity hamujgce ruch, sity ttumienia drgan; ogélnie
sity wystepujace w czasie ruchu ciata w osrodku (w cieczy, w powietrzu) lub w
zetknigciu z innym ciatem, zwrécone przeciwnie do wektora predkosci
wzglednej.

W jednej z definicje bierze sie stosunek wartosci bezwzglednych dwéch
kolejnych ekstremalnych wychylen.

5=In-
+1

W przypadku drugiej definicji, uwzglednia sig stosunek wartosci
bezwzglednych dwéch réznigcych sie o okres ekstremalnych wychylen.
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Rys. Graficzna identyfikacja wychyler przebiegu drgan swobodnie ttumionych

Zwigzek migdzy tak okreslonymi dekrementami jest nastepujacy

3 =In-2 4inPui =5 45,

1 +2
Jezeli dekrement jest staty lub mato r6zni sig w granicach jednego okresu, to
5, =28

Inng metodg oszacowywania wartosci ttumienia drgan, jest wykorzystanie
wspotczynnika dobroci uktadu. Dobroé uktadu jest stosunkiem liniowego
wiskotycznego wspdtczynnika ttumienia do krytycznej wartosci tego wspoétczynnika

odwrotnoscig dobroci jest wspétczynnik strat,

gt
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Rys. Charakterystyka amplitudowo czestotliwo$ciowa, uktadu o jednym stopniu swobody

Wspdtczynnik strat oblicza si¢ z zaleznosci P /et /)

y=Qi=tr

wrez

Warto$¢ wspétczynnika ttumienia wyznaczy¢ mozna z zaleznosci
2c

p=—%
W, 0y

Wspétczynniki strat materiatéw konstrukcyjnych

Materiat Modut Kirchhoffa | Wspdtczynnik strat Q1
konstrukcyjny
Stal 14HG 1.079010° 0.8010°
Stal 15HGM 0.883[10° 0.2010°
Stal 18H2N4WA 0.814[10°% 0.20103
Stal H23N18 0.824[10°% 0.20103
Zelazo Armko 0.9320105 0.15010-

Thumienie drgan mozna okresli¢ takze za pomoca wspétczynnika rozproszenia.
Okreslamy go jako stosunek energii rozproszonej podczas jednego okresu do
maksymalnej wartosci energii w tym okresie

_AW
y= W

W uktadzie z liniowa sprezystoscia istnieje prosty zwigzek miedzy tymi
wspoétczynnikami a dekrementem. Obwiednia wykresu a = a(t) drgan ttumionych
okresla energig w uktadzie. Energia uktadu okreslona jest wzorem

2
w=c2 O

2

gdzie ¢ jest wspodtczynnikiem sztywnoséci uktadu. Stad
Wt a2
P=- dﬂ:_! 2%:2"1&:2&_
W Ta e,
Odpowiednio
y= 2(51 + 62)

lub przy statym P=45

Pomiegdzy tymi wielkosciami zachodza nastgpujace zaleznosci.

RO PR QA
Q=g &= Q=
_n _ _n _n
=1 =25 T.=2 7 =1
bKl 2_'_[ qJ mE E mG G

Dla materiatéw izotropowych, mozna zapisa¢ wyrazenia przedstawiajace state
materiatowe ttumienia w funkcji pozostatych wielkosci opisujacych rozproszenie

energii drgan.

n=T, EziQ—lE :7dE :ZbK’Ezit'bE
" W, T, W 2m,,

yo1-QC_ & MG _ 4G
" W, T, W 2,

State czasowe ttumienia wewnetrznego

Rodzaj tozyska

m

tozysko kulkowe jednorzedowe

3.200°

Dwa obok siebie tozyska kulkowe jednorzedowe

4.100®

tozysko wateczkowe jednorzgdowe

6010°¢

T Materiat T
Materiat
Stal St3 100106 Zeliwo zwykle 324010°¢
Stal 50 30.310° Zelazobeton 1200010
Stal 37HN3A 11.2010% Guma 1300010

tozysko stozkowe

4.510%

tozysko wateczkowe dwurzedowe

3.4010%

Znajac statg czasowg thumienia oraz wspoétczynnik sztywnosci, mozna
obliczy¢ wspétczynnik ttumienia elementu sprezysto ttumigcego, opisanego
modelem Kelvina Voita.

b=T.c,i=12...n

tozysko kulkowe promieniowe oraz tozysko kulkowe wzdtuzne

11010
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Dynamika Maszyn

Redukcja uktadéw
mechanicznych

Uktad mechaniczny zast epczy (UMZ) — uktad mechaniczny bedacy
uproszczonym modelem fizycznym rzeczywistego uktadu i stanowigcy podstawe
matematycznego opisu ruchu tego uktadu; wyb6r uktadu zastepczego zalezy od
argumentéw uzasadniajacych z jednej strony korzysci wynikajace z prostoty
modelu, a z drugiej — mozliwg do otrzymania doktadno$¢ wynikéw.

Uktad mechaniczny zredukowany (UMR) — uktad mechaniczny uproszczony w
stosunku do uktadu zastepczego, lecz rdwnowazny mu pod wzgledem
dynamicznym, tzn. spetniajacy okreslone warunki redukciji; uktady zredukowane
wprowadza sig dla utatwienia opisu matematycznego.

Czlon redukcji — czton mechanizmu wykonujacy ruch postepowy, obrotowy lub
ztozony, do ktérego dokonuje sig redukciji: jako czton redukcji przyjmuje sig zwykle
czlon napedzajacy mechanizmu (czton pierwszy), a czasem wygodnie jest
redukowac¢ do cztonu wykonawczego (np. wrzeciona, stotu. suportu).

Redukcjamas polega na zastgpieniu mas redukowanych (skupionych

i roztozonych) jedng masa (skupiong lub roztozona) zwigzana z cztonem redukcji,
ktérej energia kinetyczna w kazdej chwili ruchu jest réwna sumie energii
kinetycznej mas redukowanych.

Z poréwnania energii kinetycznych otrzymuije si¢ wyrazenia:

— dla masy zredukowanej

— dla zredukowanego momentu bezwladnos$ci

v 2 ® 2
m|—| +0|-"11,
(&) ()
adzie:

m, 8, — masy i momenty bezwtadnosci redukowanych czionow,
] — predkos$¢ $rodka masy i-tego cztonu,

vy — predkosc¢ srodka masy zredukowanej,

— predkos$¢ katowa i-tego cztonu,

— predkos¢ katowa cztonu, do ktérego redukujemy mase.

&

LIS

il

ml
(')X

PRZYKLAD 1. Dla uktadu przedstawionego na rysunku nalezy zredukowa¢
masowe momenty bezwtadnosci na koto zebate o promieniu rl. W zadaniu, dane sg
bezwtadnosci (m, 1, J2, J3), promienie k6t zebatych (r1, r2) oraz bebna (r3) oraz
predkos¢ katowa silnika napedzajacego (wl).

3 Zredukowany na koto zgbate o promieniu r1 masowy
moment bezwtadnosci dany jest zaleznoscia.

v 2 b_{ 2
J =M — | +J| —| +
« [!’Jm] ‘(wmj
2 2
+J2[%]+J3[%J
b’)YBd b’)YBd

W rozpatrywanym przypadku predkos¢ redukcji dana
jest zaleznoscia.

W =0

Predkosci poszczegolnych elementéw mechanizmu
Rys. Model mechanizmu podnoszenia podnoszenia dane sa:
suwnicy pomostowej

Ostatecznie zalezno$¢ na moment bezwtadnosci zredukowany na koto zebate o promieniu ri1

przyjmuje postac.
nr; ’ I 2 I; 2
Jied = n{ﬂ] +J1+Jz[i] +Jg[—1]
2 2 2

PRZYKLAD 2. Dla uktadu przedstawionego na rysunku nalezy zredukowaé
masowe momenty bezwtadno$ci na podnoszony tadunek.

Zredukowany na koto zebate o promieniu r1 masowy moment bezwladnosci dany jest

zaleznoscia. 5 ) )
v [ o [
=m—— |+ 3y = | +J +J.
s "{va ] ][ Vred ] Z[Vrm ] 3[ Vred ]

W rozpatrywanym przypadku predkos¢ redukcji dana jest zaleznoscia.

Vi =V
Predkosci poszczegolnych elementéw mechanizmu podnoszenia dane sa:

= Vied — PP N
R ]
3 3 i ff3

Ostatecznie zalezno$¢ na moment bezwtadnosci zredukowany na koto zebate o promieniu r1
przyjmuje postac.

2 2 2

I 1 1

Myeg =m+Jy(—2-| +J +J3 —
e 1[’1’3] 2[‘3] 3[‘3]

Redukcja mas belek o statym przekroju poprzecznym do jednej masy skupionej.
W tego rodzaju zagadnieniach zaktada sie, ze linia ugiecia belki podczas drgan
(posta¢ drgan) odpowiada statycznemu ugigciu belki pod dziataniem obcigzen
statycznych (metoda Rayleigha).

r
m, s |

Dla x = 05 m, = J—»L

48EJ
3i-4z)

Diax = 050 ¢ = % |

2 =Gd"
o - 86  _ =Gd
Tooasxt’ T 32x |
.
Dax-1 o -89 . xGd
st T
E — modul spresystosci wadhiingj,
G — modul sprezystosei postaciowej.
J — moment bezwladnosci preekroju poprzeczmego przy zginaniu
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Redukcja sit uogéinionych (sit i momentéw sitf). Sitg P zredukowana na
kierunek x (momentem zredukowanym na kierunek x) nazywamy taka site (taki
moment sity), ktéra przytozona do cztonu redukcji daje moc chwilowg réwng sumie
chwilowych mocy uogélnionych sit redukowanych. Stad wynikaja zaleznosci:

k
V. cosu w
- i i i
Py = ZP,‘—*E M, —,
i=1 Ve i1 Ve
k k
v, cosa ®
M, =Y P Y M
rix i i
i1 W, i1 o,

x

gdzie: e — kat migdzy sila P, i predkose

PRZYKLAD 1. Dla uktadu przedstawionego na rysunku nalezy zredukowac sity
oraz momenty na podnoszony tadunek. W zadaniu, dane sg bezwtadnosci (G, M1,
M2), promienie két zebatych (r1, r2) oraz bebna (r3) oraz predko$c¢ katowa silnika
napedzajacego (wl).

Zredukowana na podnoszony tadunek sita dana jest
zaleznoscia.

Vo, S

Fea =
Viea Vied Ve

Zredukowana predkos¢ przy redukcji sity mechanizmu
podnoszenia do tadunku dana jest zaleznoscia.

)

e =V

Predkosci poszczegolnych elementéw mechanizmu
podnoszenia dane sa:

) Vv,
=10 g, ==
fy f3

Rys. Model mechanizmu podnoszenia v r
i j =12 —_2
suwnicy pomostowej W, _?wQ =2y,
1 13
Ostatecznie zalezno$¢ na site zredukowang do tadunku
przyjmuje postac.

Fa =G+M]rr—2+M2rl

T
s
e
Postepaweg &
= FR
> S a S, 2
o wa 28 &
NE s2g Zasad) - 39S
za > Y My c2a®
=3 £28 redukgj ol > EES3
x ] 545
<L °8e R
o e NN M sT g2
> [l o ¥ ww3d
Obrotawego S
o e £
5
=

toloi
E
le|el
X,
g
f—

Rys. Redukcja mechanizmu lub taricucha kinematycznego

PRZYKLAD 2. Dla uktadu przedstawionego na rysunku nalezy zredukowa¢ sity
oraz momenty na koto zebate o promieniu rl.

Zredukowany na koto zebate o promieniu r1 moment dany jest zaleznoscia.

\
M o =G—+Mlﬂ+M2&
b’)vm red b’)vm
W rozpatrywanym przypadku predkos¢ redukcji, dana jest zaleznoscia.
Weg =
Predkosci poszczegolnych elementéw mechanizmu podnoszenia dane sa:
_h 1
Wy ==y W=, =Wy
rZ r2
Il
v=wr =,
rZ
Ostatecznie zalezno$¢ na moment sity zredukowany na koto zebate o promieniu rl1
przyjmuje postaé

nr. h
My =GL2+M, +M, -+
f T

Redukcja sztywno $ci opiera sie na zasadzie, ze energia potencjalna elementéw
sprezystych uktadu mechanicznego sprezystego, wynikajaca z przemieszczen
(postepowych i obrotowych) jego cztonéw masowych, powinna by¢ réwna w
kazdej chwili ruchu energii potencjalnej elementéw sprezystych zredukowanych.

PRZYKLAD 1. Dokona¢ redukcji sztywnosci uktadu na wat 1 i 2.

a) Model elementow sprezystych
przekdadni zebatej

b) Modele dynamiczne zredukowane

LT P2 .
1
\ e\, Redukga
|/ na wal 2
il Cor
% Redukcja
7 na wat ()

My, @ar

Opierajac sie na tej zasadzie, w rozpatrywanym przyktadzie (rys. a) otrzyma sie:
— dla redukcji sztywnosci c2 na wat 1 (rys. c)

1 2 1 2 Pain} .2
PR A L R Tz = Gl

— dla redukcji sztywnosci c1 na wat 2 (rys. b)

1 1 e

Faden - = Jale - o) ¢
PR

e l@in - 0/inf = cle - of i

o
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Redukcji oporéw tlumienia  dokonuje si¢ wg zasady, ze moc tracona w
elementach uktadu mechanicznego sprezystego-ttumigcego réwna sie w kazdej
chwili ruchowi mocy traconej w odpowiednich elementach ttumigcych
zredukowanych.

PRZYKLAD 1. Zredukowa¢ na wat 1 wspétczynnika ttumienia k1

o
i

7 Gy ! ©; c;
1 2 ar
Mg, | P Qar

Moc tracona elementu ttumiacego k1 wynosi

N, = by (@, - 05, F = Ky, - 03T

Uwzgledniajac, ze

he) P s "

otrzyma sie

skad
b=k i;‘z

Warunki redukeji na wat 1 wspdiczynnika tlumienia k3

PRRTS
.2 . Py -
ks s, = kg = ky, = I‘s{;"] = ki il
3

Dynamika Maszyn

Uktadanie réwna n ruchu
uktadéw mechanicznych

W dynamice uktadéw mechanicznych réwnania ruchu opisuja ruch punktu
materialnego, ciata lub mechanizmu pod dziataniem sit. S3 modelem
matematycznym rozwigzania Il zadania dynamiki, tzn. pozwalajg wyznaczyé
parametry ruchu, gdy znane sg sity powodujgce ruch. Sg nazywane dynamicznymi
réwnaniami ruchu, w odréznieniu od kinematycznych réwnan ruchu, na podstawie
ktérych mozna wyznaczy¢ sity powodujace zadany ruch (I zadanie dynamiki).
Dynamiczne réwnania ruchu uktadéw dyskretnych sa réwnaniami rézniczkowymi
zwyczajnymi 2-go rzedu liniowymi lub nieliniowymi.

Zasada d’Alemberta. W czasie ruchu dowolnego uktadu punktéw materialnych
(uktadu mechanicznego sztywnego lub uktadu sprezysto-ttumigcego) sity
rzeczywiste zewnetrzne dziatajace na punkty tego uktadu (masy skupione)
réwnowaza sig z sitami bezwtadnosci, a wiec

N N
Y ma-+3y P, =0 — réwnanie réwnowagi sit,
i i
N

i+ Y Fx Py = 0 — réwnanie réwnowagi momentéw sif.
i=1

gdzie: A‘L — sily zewngtrzne (czynne i bierne — styczne reakcje wigzow),

¥, ~ promien wektora polozenia punkiu materialnege w ukladzie
wspdlrzednych prostokgtnych x,y,z.

Réwnania Lagrange'a Il-go rodzaju  wywodzg sig z zasady pracy przygotowanej
d’Alemberta-Lagrange’a, ktéra w stownym sformutowaniu brzmi: warunkiem
niezbednym i wystarczajacym aby uktad sit czynnych i biernych (reakcji wigzéw)
oraz sit bezwtadnosci w kazdej chwili ruchu czynit zado$¢ warunkom réwnowagi,
jest — aby suma prac przygotowanych wszystkich tych sit przy odpowiadajacych
im przemieszczeniach wirtualnych réwnata sig zeru.

Matematyczny zapis tej zasady wyraza sig réwnaniem

R (P +R -mF)6F =0
il

Dla uktadéw o wielu stopniach swobody réwnania Lagrange’a ll-go rodzaju moga,
mie¢ dwojaka postac:

Ga. i

d[aaj)iasha}-:, Co-R

ub dr aq, aq, SqJ
(8B} 35 op OF,
dr{dd;) dgq, 94, dq 4

przy czym j=1, 2, ..., n, co oznacza, ze dla uktadu o n stopniach swobody liczba
réwnan wynosi n.

We wzorach powyzszych przyjeto oznaczenia:

E, — energia kinetyczna ukladu,
EP — energia potencjalna uktadu,

QJ — zewngtrzna sifa uogdlniona czynna, dzialajaca ma kierunku wspéi-

rzgdnej 9 zgodnie z zwrolem lej wspotrzed-
nej,
R, — uogélniona sita oporu odp dajaca wspoh i g5

przeciwnie do Q.
D — funkcja dysypacyi energii (funkcja Rayleigha).

Energia kinetyczna (E ) — energia ruchu ciat wchodzacych w sktad uktadu
mechanicznego.
Energia kinetyczna ciata sztywnego wykonujacego ruch postepowy z predkoscia v
wynosi:
1
E, - =
k2

1N
Srodka masy ciafa.

Energia kinetyczna ciata sztywnego wykonujacego ruch obrotowy z predkoscia
katowa wzgledem jednej z gtéwnych osi bezwtadnosci wynosi:
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gdzie:
8 ~ moment bezwladnodci ciata wzgledem osi obrotu.

Twierdzenie Koeniga. Energia kinetyczna ciata sztywnego réwna sig¢ sumie
energii kinetycznej ruchu postepowego $rodka masy i energii kinetycznej ruchu
obrotowego wokét $rodka masy ciata.

Energia potencjalna (ciata, uktadu ciat) — cze$¢ energii mechanicznej (poza
energig kinetyczng) zwigzana ze zmiang wymiaréw lub postaci ciata w wyniku
odksztatcen sprgzystych, zmiang wzajemnego potozenia ciat wchodzacych w
sktad uktadu badz oddziatywaniem innych uktadéw lub pél fizycznych
(grawitacyjnych, elektrycznych, magnetycznych). Energia potencjalna jest funkcjg.
potozenia; jej warto$¢ w danym stanie ciata lub uktadu réwna sie pracy
zewnegtrznej, jaka trzeba wykona¢, zeby zmieni¢ potozenie od okreslonego stanu
poczatkowego, w ktérym przyjmuje sig¢ zerowy poziom energii potencjalnej

(E = 0). Energia potencjalna liniowego elementu sprezystego o sztywnosci ¢
wynosi i, - % ot
gdzie:

Ax = wydluzZenie (skrdcenic) elementu.

Dyssypacja energii mechanicznej — zjawisko nieodwracalne powstawania
energii cieplnej podczas ruchu uktadéw rzeczywistych w wyniku dziatania oporéw
tarcia.

Funkcja dyssypaciji (Rayleigha) — funkcja intensywnos$ci procesu dyssypaciji
energii, réwna potowie energii mechanicznej Ej, rozproszonejw jednostce czasu t
p- 195

2 dr

Gdy sity oporéw tarcia zaleza liniowo od predkosci uogdlnionych, funkcja
dyssypaciji jest jednorodna funkcjg kwadratowa predkosci uogéinionych
D-1% kag - laTKa

ije1 2

PRZYKLAD Dla modelu przedstawionego na rysunku wyznaczy¢ réwnania ruchu.

£| J
o R

Rys. Model badanego uktadu

AONNNNN NN NN

Rys. Model uktadu wraz ze
wsp6trzednymi uogélinionymi

b
J Energia kinetyczna uktadu

¥ +< L ‘H\(p\ Jm y
l ]
7 < - Energia potencjalna uktadu
[ [~ 1
§ v=>(avi+eyi)
N K N\

ESNRNN
Réwnania wigzéw

Rys. Model uktadu wraz ze wspétrzednymi
pomocniczymi

E:%(J¢2+my2)

Vi=y-¢l, Y, =y+4l,

Po uwzglednieniu réwnan wigzéw energia potencjalna uktadu wynosi

v=2la(y +p1i-2yp) voy'+ 41+ 291

Dla kolejnych wspétrzednych

€. dfE|

vy v wlay)™
£, . d(E|,
B als

v
=oy-clg+cy+clp

N

%

ov

5 "G4 -cly+elPrcly

[4
Ostatecznie otrzymano dwa réwnania rézniczkowe
my+oy-clgtey+elp=F

Ip+ciip-cly+eliprel y=Fl.

PRZYKLAD

J.m

.VLI o

Iy |
<

y e
fa

q

Rys. Model uktadu

Podczas wyznaczania réwnan ruchu maszyny, maszyne rzeczywistg zastepuje
si¢ modelem (najczesciej ztozonym z elementéw sztywnych), ktéry otrzymuije sig
droga redukcji mas.

PRZYKLAD Rozpatrzymy mechanizm zredukowany do cztonu obrotowego o
momencie bezwtadnosci ©, (facznie z wirnikiem silnika), napedzanego
momentem czynnym M, z predkoscig katowg w obcigzonego momentem M,

8¢ M
g
o -
H(

Rys. Model dynamiczny mechanizmu zredukowanego do czlonu napgdzajacego
obrotowego

10
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Réwnanie d’Alemberta takiego modelu ma posta¢

" 0.6 =M, -My
u
do B
0.2 = M- M
przy czym 6, = const, M_ = const lub M_(w), natomiast moment obcigzenia
moze byé zlozong funkcja My, (9, @, 1).

Réwnanie Lagrange’a Il rodzaju uktadamy dla ogéinego przypadku, gdy moment
bezwtadnosci jest funkcjg drogi katowej ¢. Sktadniki rownania Lagrange’a bedg,
nastepujace

d(3E) 40 dp  ,de 4G ., do
del 3¢ de dt Tdr  de " dr
o 146 5 149 .
dep 2de 2de

Jezeli @, - const. to réwnanie to sprowadza si¢ do postaci réwnania otrzymanego
na podstawie zasady d’Alamberta. Jezeli w réwnaniu dokonaé przeksztatcenia

do _dode do _1.d
dr de dr do 2de
to otrzymamy réwnanie
dg,
Ly —drlwzh L2 8% oy - My,
2 "de 2 de ‘

Analogicznie postgpuje sie, jezeli maszyna zostanie zredukowana do modelu
wykonujacej ruch postgpowy.

Rys. Model wykonujacy ruch prostoliniowy
Réznica pomiedzy zredukowana sitg czynng a zredukowana sitg bierng nazywa
sie zredukowana sitg resztkowag
F=F.-F,
Korzystajac z zaleznosci na elementarny przyrost energii, wyprowadza si¢
réwnanie ruchu maszyny.

Fok-Fdx=dE, , E, = DaX

Wprowadzajac wyrazenie na energig kinetyczng do réwnania ruchu otrzymuje sie
réwnanie ruchu maszyny.

_1d .
FC_FB _E&(maﬂxz)
)
Jdx X d
Fo =P = maX +37r:f
)
dx . X° dmy,

Fc_FB:meaE"'? o

Stosujac réwnania ruchu maszyny, pomija si¢ opory oraz zaktada wystgpowanie
energii kinetycznej.

Dynamika Maszyn

Charakterystyki dynamiczne

Zastosowanie transformaciji Laplace’a umozliwia przeksztatcenie réwnania
rézniczkowego do réwnania algebraicznego. Procedura wykorzystujaca
przeksztalcenie Laplace’a sktada sie z nastepujacych etapéw:

« réwnanie rézniczkowe w dziedzinie czasu opisuje relacje pomigdzy wielkoscia
wejsciowg a wielkoscig wyjsciowa,

« réwnanie rézniczkowe zostaje poddane przeksztatceniu Laplace’a, stajac sie
réwnaniem algebraicznym,

« w celu wyznaczenia poszukiwanego réwnania dla funkcji wyjéciowej w postaci
operatorowej, stosuje sie zwykte metody algebraiczne,

« otrzymana w taki sposéb transformata Laplace’a funkcji na wyjsciu, jest
nastepnie poddawana odwrotnemu przeksztatceniu Laplace’a, otrzymujac
ostatecznie poszukiwang funkcje wielkosci wyjsciowej w dziedzinie czasu.

W celu uproszczenia zapisu oraz utatwienia przeksztatcen liniowych réwnan
rézniczkowych wprowadza sie zapis operatorowy.

X(9)= [ (e et

11
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Rachunek operatorowy, bo tak réwniez nazywane jest przeksztatcenie Laplace’a
umozliwia rozwigzanie réwnania rézniczkowego przy zerowych warunkach
poczatkowych.

Przeksztatcenie Laplace’a sumy (r6znicy) dwoch funkciji jest réwne sumie (réznicy)
przeksztatcen Laplace’a.

LIy(D)+ x{t)] =(s)+ X(s)

Bardzo waznymi i istotnymi przeksztatceniami operatorowymi sg przeksztatcenia
rézniczkowania.

L[%} = x(9)-X(0)

dt

L[ZTZ;} =X(s)-(0) *% (©

A% _ g (g) - (o) - X ()= 9"
LL‘“}S X(9- 450 )- %)

Przeksztatcenie Laplace’a dla catkowania

L[j x(t)dt] =1x(9

Funkcja czasu x(t) zwyklo sie nazywa¢ oryginatem. W modelowaniu uktadéw
dynamicznych przeksztatcenie Laplace’a, jest stosowane do przedstawienia w
postaci operatorowej charakterystyk dynamicznych opisujacych wtasnosci liniowych
modeli matematycznych. Wiasnosci przeksztatcenia Laplace’a:

« Charakteryzuje w sposéb najbardziej zwigzly i jednoznaczny uktad. Informuje
jednoczesnie o strukturze réwnan dynamicznych uktadu,

« Umozliwia rozwigzanie réwnan rézniczkowych, droga algebraicznych
przeksztatcen,

« Umozliwia w prosty sposéb wyznaczenie charakterystyki dynamicznej uktadu na
podstawie charakterystyk dynamicznych elementarnych uktadéw.

lloraz transformaty Laplace’a odpowiedzi uktadu do transmitancji wymuszenia, przy
zerowych warunkach poczatkowych nazywa sig transmitancjg operatorowa,
niekiedy transformatg admitanciji, funkcja przejscia.

X(s)_bs"+b,s™ +... +b, s+,

G(s)=
(s) Y(s) as'+tast+..+a,,sta,

W wyniku podstawienia ,joJ za operator Laplace’a,s”, otrzymuije sig transmitancje
widmowg nazywang réwniez charakterystyka dynamiczna. Transmitancja
widmowa G(ja) z transmitancjg operatorowg G(s) uktadu dynamicznego jest
zwigzana zaleznoscia:

6(jw)=6(s)
Transmitancjg widmowa otrzymuje sie bezposrednio z definicji transmitancji

operatorowej i transmitancji widmowej po uwzglednieniu, ze przeksztatcenie
Fouriera, jest szczegélnym przypadkiem s = jwprzeksztatcenia Laplace’a.

s=jw

()= X(@) _b(ja) +b(jw)" +...+b,,(jw)+b,
Glie)={p =2y -
Y(ie) afio) +a(je) ™ +..+a,,(jo)+a,
Wspbtczynniki wielomianéw licznika i mianownika, sg zdefiniowanymi poprzez
réwnania rézniczkowe.

Gjw)=2r—

Miejsca zerowe wielomianu licznika charakterystyki dynamicznej nazywane sg
zerami i reprezentujg czestotliwosci antyrezonansowe, natomiast pierwiastki
mianownika nazywa sg biegunami i reprezentujg czestotliwosci rezonansowe.

Transmitancja widmowa uktadéw mechanicznych sprezysto-ttumieniowych okresla
podatno$c¢ uktadu na dziatanie sit wymuszajacych okresowo zmiennych w czasie,
dlatego nazywa sig jg podatnoscig dynamiczng. Znajomo$¢ transmitancji widmowej
umozliwia okreslenie liczbowych charakterystyk drgan modeli, tj. amplitud drgan
wymuszonych i czgstosci whasnych.
Transmitancje widmowa mozna rozdzieli¢ na cze$¢ rzeczywistq i urojona:

Gljw)= P(e) + JR(w)
lub zapisa¢ w postaci wyktadniczej

6(je)= el
Przedstawienie transmitancji widmowej na ptaszczyznie zmiennej zespolonej jest
charakterystyka amplitudowo-fazowa (charakterystyka Nyquista).

Modut transmitancji widmowej jest nazywany charakterystyka amplitudowo-
czestotliwosciowa (a-cz) i opisuje rozktad amplitud drgarn modelu w funkcji
czestotliwosci wymuszenia.

G(jw) = A =+P?(@) + R*(w)

Charakterystyka fazowo-czestotliwosciowa (f-cz) przedstawia zalezno$c¢ kata
przesunigcia fazowego @(w) miedzy sinusoidalnym sygnatem wyjsciowym i
wejsciowym w stanach stacjonarnego wymuszenia, w funkcji czestosci w sygnatu

wymuszajacego
O(w) = arctg{%]
PRZYKLAD
x1
R Réwnanie rézniczkowe uktadu wynosi
c F
m e mk, +c,x = F(t)
x haaaway

Réwnanie algebraiczne (po przeksztatceniach
Rys Model uktadu drgajacego Laplace’a i przyjeciu zerowych warto$ci
0 jednym stopniu swobody poczatkowych)

ms?X, (s)+¢,X,(s)= F(s)

Transmitancja operatorowa uktadu

Transmitancja widmowa uktadu

PRZYKLAD
x1 X2
;&» ;;;L:» Roéwnania rézniczkowe uktadu wynosza,
c C
mo MV m {m+cxi+0(>a-xg)=F(t)
N == F == m, +c(x, ~ %) =0

Rys. Model mechaniczny uktadu
drgajacego o dwdch stopniu swobody
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Réwnanie algebraiczne (po przeksztatceniach Laplace’a i przyjeciu zerowych
wartosci poczatkowych)

{En‘sz +20)%,(8) - X, (s) = F (9)
ms’ +¢)X,(s) - cX,(s) = 0

Transmitancje widmowe uktadu

x(j@)_  -ma?+c Xy(ia) _ c
F(jw) ~ mw* -3mea? + ¢ F(jw) ma' -3mea? +c?
PRZYKLAD
x1 x2 x3
f b A
c c c e KN
m VWV m VWV m
N\ F

Rys. Model mechaniczny uktadu drgajacego o trzech stopniach swobody

Ukad o jedngm stopniz: swabody UkTad o dwich stopniach swabody

Transmitaccja widmowa

2}
d_wo

Al

Rys. Charakterystyki dynamiczne uktadéw mechanicznych

Dynamika Maszyn

Silniki elektryczne

W odniesieniu do napedowych silnikéw elektrycznych stosuje sie dwa sposoby
wyrazania charakterystyk:

« iloéciowa — zawierajaca zestaw parametréw urzadzenia,

« funkcyjna — wyrazona wzorami matematycznymi, wykresami lub tablicami.
Podstawowe parametry silnikéw elektrycznych obrotowych, wazne z punktu
widzenia dynamiki napedu, obejmuja nastgpujace wielkosci:

— napigcie zasilania znamionowe U, [V],
— prad jonowy I [A] i maksymalny [, [A],
— czgstotliwos¢ pradu f [Hz],

znamionowa n,
synchroniczna n,
zakres m, +n
nominalna przy statej mocy n’
znamionowy M,
krotkotrwaly
(szezytowy) M,
rozruchowy M,

, znamionowa N
= moe N [kW] krotkotrwata N:
— dop zal p a jen & [°C),

— predkosé obrotowa n [obr/min]

— moment obrotowy M Nn

— moment bezwladnosci 8, [kg- m?] wirnika wraz z elementami dodatko-
wymi,

— dopuszczalna sila obciazenia poprzecznego watu,

— stata czasowa elekiryczna T, [s] 1 mechaniczna T, [s].
Charakterystyki funkcyjne silnikéw elektrycznych, zamieszczone w katalogach
wytwdrcow najczesciej w postaci wykreséw, moga by¢ nastepujace:
« charakterystyka mechaniczna silnika, przedstawiajaca zalezno$¢ momentu
obrotowego rozwijanego przez silnik, w réznych warunkach pracy, od predkosci
obrotowej (lub katowej),
« charakterystyka wykorzystania mocy napedowej, podajgca moc, jaka silnik
moze rozwing¢ diugotrwale lub w okreslonych przedziatach czasu
(przeciazenia), w zaleznosci od predkosci obrotowej,
« charakterystyka cieplna (dopuszczalna temperatura uzwojen, czas
nagrzewania do temperatury ustalonej),
« charakterystyka sprawnosci ($redni wspétczynnik sprawnosci lub zaleznos¢
sprawnosci od predkosci obrotowej przy réznym stopniu wykorzystania
dysponowanej mocy).
Wielkosciami wejsciowymi silnika elektrycznego sa: napigcie U, czgstotliwos¢ i
natezenie pradu | w uzwojeniach silnika, a wielko$ciami wyjsciowymi —
predkos¢ obrotowa n (katowa w) i moment obrotowy M (moment
elektromagnetyczny) dziatajacy na wirnik. Napigcie i czestotliwos$¢ pradu
wplywajg bezposrednio na predkos$¢ obrotowa, a natgzenie pradu — na moment
obrotowy.

Rodzaje silnikéw elektrycznychw nap  edach maszyn.

Jednostopniowe
asynchroniczne {

wiclostopniowe
pradu
przemiennego AC
asynchroniczne bezstopniowe (o regulowanej czgsto-
tliwoici i regulowanym napigciu pradu zasilajacego)

/- ze wzbudzeniem elekromagnetycznym bocznikowe

pradu stalego l)('—\-
Z magnesami w stojanie

trwatymi -( w wirniku
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Silniki asynchroniczne tréjfazowe z wirnikiem klatkowym, jednostopniowe
(jednobiegowe). Charakterystyke mechaniczna silnika wyprowadza sig z
nastepujacego uproszczonego modelu:

Moc wirujacego pola magnetycznego N, = M, w,

Moc przenoszona na wirnik N=Mo

Straty mocy w uzwojeniu wirnika AN = ZRWJ’:

gdzie: w, = 2nf — predkos¢ katowa wirujacego pola magnetycznego,

@ — predkos¢ katowa wirnika,
R, — rezystancja w obwodzie wirnika,
1 — prad w wirniku (warto$¢ skuteczna).

w

Z bilansu mocy

M w,-3R,I: = M,

5

wynika
3R,I. 3R
M, = = v
fdo - @ Sh)o
gdzie: s = (wy - ) — poslizg wirnika wzglgdem wirujgcego pola

magnetyczneyu.

Scilejsza zaleznos¢, uwzgledniajaca ziawiska indukcyjne, opisuje wzér Klossa:

2M,
M, i’ 2%
5,
s
s s,

Wykres na rysunku przedstawia charakterystyke mechaniczna silnika dla danego
napiecia zasilania (zwykle znamionowego).

s=0

-— Sk

Rys. Charakterystyka mechaniczna silnika tréjfazowego pradu przemiennego
Mk — moment krytyczny (przechytowy), sk — poslizg krytyczny

Na stabilnej (z prawej strony s,) czesci charakterystyki, przy matych poslizgach
wzor Klossa upraszcza sie do postaci:
M- 2Ms

s
S

co oznacza, ze w przedziale predkosci bliskich w, charakterystyka silnika
asynchronicznego jest predkosciowo do$¢ sztywna i zblizona do linii prostej.
W stanach nieustalonych, np. przy rozruchu, wirnik silnika jest przyspieszany

momentem
M= M(w)-M,.

Popularnos¢ silnikéw asynchronicznych spowodowana jest nastgpujacymi zaletami:

«Dostgpnosci sieci, ktéra eliminuje potrzebe stosowania specjalnych zasilaczy,
*Bezposredniego dostarczenia pradu do silnika bez koniecznosci korzystania z
komutatoréw, w rezultacie nie ma w silniku pradu przemiennego elementéw
zuzywajacych si¢ mechanicznie w skutek tarcia poza tozyskami,

*Matych gabarytow,

+Niezawodnosci dziatania,

«Dostepnosci na rynku, przy stosunkowo niskiej cenie,

*Duzej przecigzalnosci.

Stata czasowa , w odniesieniu do wirnika silnika traktowanego jako czton
inercyjny, charakteryzuje czas narastania predkosci katowej wirnika po skokowym
zadziataniu momentu elektromagnetycznego M = const.
Jezeli wirnik silnika jest poddany dziataniu oporéw ttumienia o wspoétczynniku k, to
réwnanie ruchu wirnika bedzie nastepujace de

0. — +ko = M,

St s

Rozwigzaniem tego réwnania przy warunku
poczatkowym w(t = 0) = O jest funkcja wyktadnicza

4

. M ( .L,] [ _;)
sl i, O T
Rys. Model silnika @) = % l-e @) =w/ll-e
gdzie: w, = M, /k — predkos¢ katowa w ruchu ustalonym,

[/}
T, = «E‘ — stata czasowa mechaniczna (bezwtadnosciowa).

Rys. State czasowe uktadu mechanicznego silnika przy wystepowaniu oporéw ttumienia

Jesli w silniku nie wystepuja opory tlumienia, to réwnanie ruchu upraszcza si¢ do
postaci

dw
", 6 =M
_ o ~
X 8, T skad dla warunkéw poczatkowych otrzymuje sie
Y rozwigzanie
Rys. Model silnika olt) = ﬂl
a,

Statg czasowa jest wtedy czas, po uptywie ktérego wirnik silnika osiggnie
predkosé katowa ruchu ustalonego

"4

Rys. State czasowe uktadu mechanicznego silnika bez oporéw tlumienia

W katalogach silnikdw statg czasowa odnosi sie do predkosci katowej womay i do

momentu Mgma, W postaci
T wsmix 6
n Ty
o max

Procesy przejéciowe w obwoaach elektrycznych silnika, po skokowym przytozeniu
napiecia U, charakteryzuje stata czasowa elektryczna

o L
T, = -
gdzie: L, L, — indukcyjnos$¢ obwodu stojana i twornika [H],
R,, R, — rezystancja obwodu stojana i twornika [Q].
taczna stata czasowa silnika
T=T,+T,

Mechaniczna stata czasowa silnika z dotaczonymi masami napedzajacymi (stata
czasowa uktadu mechanicznego)

@, a: v
T, = 2™ (g - 6])

u
o max

gdzie: @, — zredukowany na wat silnika moment bezwtadnos$ci mas napgdzanych
przez silnik.
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Na skutek zmiennego charakteru sit czynnych oraz biernych maszyny, ktére
uzaleznione sa kinematycznymi wtasciwos$ciami uktadu napgdowego, moment
napedowy silnika przebiega w sposéb pulsacyjny nawet podczas ruchu
ustalonego. Zmiany te sg spowodowane przede wszystkim zmiennoscia
resztkowego momentu oraz zredukowanego momentu bezwtadnosci w przypadku
uktadéw wykonujacych ruch obrotowy. Miarg tej zmiennosci jest nierdwnomierno$é
biegu maszyny:

5= Do = G ) o= Do ¥ Py

- 7] 2

Dyn a.m I ka M aSZyn Badanie nieréwnomiernosci biegu maszyny ogranicza sie do ruchu ustalonego,

w wyniku czego rezygnuije sie ze szczegdtowego rozwigzywania réwnan ruchu.
Badania ogranicza sig jedynie do okreslenia zaleznosci predkosci obrotowej.
Postepuje sie tak, w przypadku, gdy cztony maszyny traktuje sie jako ciata idealnie
sztywne.

Nierownomierno $¢ biegu
maszyny

Rys. Przebieg predkosci obrotowej maszyny podczas niejednorodnego biegu

J' Mdg = i.”.\:p =AL
B (+AL)

Wartosci wspétczynnikéw nieréwnomiernosci biegu maszyny 6 zalezg od wymagan
stawianych maszyng. W wielu uktadach mechanicznych i elektromechanicznych M
stosuje sig zalecenia, ustalone na drodze doswiadczalnej. W tablicy zamieszczono
wartosci wspoétczynnikéw nieréwnomiernosci biegu przyktadowych maszyn.

M. ()

Wspétczynnik

Maszyna nierdwnomiernéci biegud
. I, T
ompy 5 50 - —
T g=ct
Obrabiarki 1.1 - s “
5 50 Rys. Przebieg zmienno$ci momentu napedowego
- 1.1
Silniki okretowe = P . e . L .
20 150 Wywotana w ten sposéb nierownomiernos¢ biegu maszyny niweluje sie stosujac
Silniki spalinowe 1.1 kota zamachowe, ktére gromadza energig kinetyczng w chwili nadwyzki momentu
80 150 napedowego i oddaja ja w momencie niedoboru. Dotaczajac do uktadu
Sprezarki 1 napedowego koto zamachowe, zaktada sig stato$¢ jego masowego momentu
5o bezwtadnosci.
Generatory prdu 1.1

1.1 Bilans energetyczny okreslajacy prace, ktéra ma by¢ akumulowana, przyjmuje
postac, ktérg otrzymuje sie w wyniku scatkowania réwnan ruchu maszyny.

Nadwyzka chwilowego momentu obrotowego ponad jego warto$¢ $redniag, rowng AL*OW Mdb = 1(3 . )( P )
momentowi napedowemu, powoduje przyspieszanie silnika, natomiast niedobor _0-[ q’_E Kz * Jre Nmax = Cinin
momentu napedowego powoduje przyhamowanie silnika.

Uwzgledniajac zaleznos$¢ nieréwnomiernosci biegu maszyny otrzymuije sie
ostatecznie

AL=(J, +3,,) S
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